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Ing. Jose Uniz Cerda

Consideraciones sobre calculo
de techumbres en arcos

GENERALIDADES

Estas consideraciones se refieren en especial a algunas simplificaciones en e1
calculo y proyecto de areas de secei6n uniforme y earga vertical repartida unifor
memente en el largo; caso que es el que se presenta en las techumbres en areas.

Aunque algunas de estas ideas son facilmenre ampliables a otras condiciones de

empotramiento, aqui s610 considero los arcos biarticulados.
Generalmente se adopta como eje del area la parabola. Esto corresponde a

considerar el poligono antifunicular como tal, 10 que s610 sent exacto si las cargas
verticales fuesen uniformemente repartidas en su proyecci6n horizontal.

La deduccion de un eje tal que siga exactarnente el antifunicular respective,
nos lleva a una catenaria.
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DEMOSTR.ACION

dM'
dx

= V
dV

dx
= -q = -q

Siendo M' los momentos isostaticos que se producirian en el arco al suponer
una de las rotulas como m6vil. V es el esfuerzo de corte y q la carga por unidad
de proyecci6n horizontal. ,

,

"" I'd )2q =

p."
1 + (d: siendo p la carga por unidad de largo del arco,
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Podernos plantearIa siguiente ecuaci6n diferencial:

Los momentos reales en cada punto una vez consideradas arnbas rotulas fijas
est:in dados por: M = M' - Hy, siendo H la reacci6n horizontal.

, Si ponemos como condici6n que el eje eoincida con el anti funicular, significara
que los momentos seran nulos y entonces:

M = M' - Hy = 0 M' = Hy

d2y
- H 2dx

dM'

dx
= H dy

dx

Tendremos por ultimo planteada la ecuacion definitiva:

d'y �(dY)2H
dx2

= -p . 1 +
dx

La integraci6n de esta ecuaci6n con determinaci6n de las constantes par las

condiciones de que en el origen y = f dy
- 0 nos lleva a:

dx

H (pJ: Px )y=f-� -+--2
2p eH eH

H
o tambien usando las funeiones hiperb61icas y haciendo - R:

p

1.-)

Vemos queen esta ecuaei6n de la curva del arco tenemos elvalor R = Hlp que
esta determinado por el valor de la reacci6n hiperestatica horizontal.

Para determinar esta magnitud, apelamos a la otra condici6n de la curva aun

no impuesta: x = L cuando y = 0,10 que nQS lleva ala siguiente eeuaei6n:

2.-) F (�) = cosh (�) - + (�) - 1 = 0

La dificultad para resolver esta ecuaci6n directamente es insalvable, por 10

que usamos metodos aproximados. .

Si desarrollamos en sene la' funcion cosh (L jR) y tomamos los dos primeros
I

terminos, podemos despejar L/R = 2f/L;o, haciendo f/L=K, � = 2 K.

Si tomamos los tres primeros terminos, 10 que ya puede dar gran precisi6n
tendremos la eeuati6n 2.-) transformada en:
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Buscaremos ahora el valor que tomaesta Iuncion F (�) para L/R = 2K;
encontrarnos el punto P de la curva en la fig. 2, cuyas coordenadas son (2K, K3/3).

Basados en el punto P averiguarnos el valor de la tangente ala curva F (L/R):

F (LjR) -
1
+

2
J_ (L).28 R' que, para el valor L/R = 2K

I •

vale: F (2K) =
1 ( K2
+-

2 2

Conociendo esta tangente y ellado PP", no es' dificil buscar el valor P'P" que
sera la correcci6n necesaria a L/R I 2K para tenet un valor (LjR)o·ya muy aproxi
mado:

K3
-

(�)o 2 K-
3

-

1 1
K2

2
+

2

bien, simplificando. (�)o 2 K (3 + 2K2)
e :00:: - :.

3 1 + Kl

�.
,
I

'Para calcular el valor R basta esta expresion, con extraordinaria precisi6n;
sin embargo, para trazar la .curva puede desearse mayor exactitud, pues se puede
encontrar que, calculado el valor de y, cuando x = L, no Begue exactamente a

O. Luego, aunque basta la expresion anterior para anteproyectos, en proyectos
definitivos es recomendable afinar mas el calculo en la siguiente forma.:
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Se calculan las expresiones:
e: = cosh (L/R)o - k (L/R)o - 1

a == senh (L/R)o - k

y se puede tener que (L/R) exacto es: (�) = (�)o e

a

ESQUEMA DE uso:

Todo el calculo de cargas verticales se reduce ahara a:

l.-Calcular el valor de k = f/L siendo f la flecha y L la mitad de la luz.

2 K (3 + 2 K2)
2.-Calcular (L/R) 0 = �

K2
en que R = H/p y que basta

, 3 1 +
para anteproyectos 0 para deterrninaciones de H, no as! para trazar curvas en

proyectos definitivos.

3.-Corregir (L/R)o calculando las expresiones:

e = cosh (�)o - k (�)o 1

a = senh (�)o - k

y obteniendo (L/R) por:

L/R = (L/R)o
e

a

4.-E1 valor de la reacci6n horizontal es H = p-R

5.-Conocido el valor de R, se dibuja la curva por PUlitOS.

OrRAS INCOGNITAS:

Conocida la forma del arco, necesitamos conocer otras inc6gnitas para di

mensionar distintos elementos:

Reacci6n vertical:

,
. �: -

- senh (�)
ds � �1 2 (X) dx = cosh (�) dx+ senh If

.. s = jL cosh(!) dx = Rsenh (�):;;

:1.1 0

(�)
r"

1'1 senh
�\;,_ = pR senh (�)V - pL Li �: 1

'i !
,il I Rs, ,.

,
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No teniendo esta medida una importancia determinante se puede simplificar
la expresi6n reernplazando LjR = 2k y desarrollando en serie

La compresion normal es maxima en los apoyoS, variando a 10 largo del arco
entre los limites H y Nmax,

Nmax, ::a Hcosh (�)

- H � 1 + senh'(�)
cosh (�)Nmalt, - pL ---L

R
Desatrollando en serie y aproximando a L/R = 2k:

Nmax, =

1 + k2
pL

2 k

CALCULOS DE VIENTO EN TECHUMBRES INCLINADAS

DIVERSAS HIPOTESIS

La acci6n del viento sobre una estruc

tura es de tal modo complicada por facto
res dificiles de apreciar, que ann no se han

puesto de acuerdo los ingenieros sobre las
hip6tesis base's de calculo.

Las hip6tesis mas simples han sido

siempre el descornponer la fuerza horizontal

wdy que aetna sobre el elemento ds en dos
fuerzas: una paralela a ds que se supone
inactiva, y otra P, normal a la superficie.
Esta descomposici6n teorica tiene como consecuencia el que la (mica fuerza activa
es una normal a la superficie e igual a:

..

.dy

,

dPn
= W • dy . sen cp

Otra hip6tesis, basada en experiencias que dice que la anterior f6rmula falla

por defecto, acepta que Pn
= wdy, s610 girada hasta hacerse normal ala superficie.

Ahora, la forma de considerar para el calculo estas fuerzas inclinadas es des

componerlas en verticales y horizontales.
La prirnera hip6tesis dice:

dPr - wdysen cp cos cp

dPH - wdysen
'

cp

La segunda hip6tesis dice:

dPr - wdycos cp

dPa - wdysen qJ
-
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Siendo la acci6n horizontal Ia mas especial pues el efecto de la otra vertical
es de 1a misma indole de las otras cargas verticales, son las fuerzas dPu las mas

importantes. De las expresiones anteriores vienen los nombres de "sen2cp" y de

"sene" que se dan a dichas hip6tesis.
De las experiencias siempre se ha deducido que la f6rmula del "sene" peca por

exceso donde' 1a f6rmula del "sen2rp" peca por defecto.
Es indudable que una hip6tesis acertada tendra que ser intermedia entre las

dos anteriores. Muchas se han propuesto, entre las mas modernas est in :

2 sen rpDuchemin: Pn - wdy ----=--
1 + sen2 cp

Hutton p..
= wdysen q} (1,84 cos cp - 1)

,

y otra de uso n11.1y extendido en EE. UU. p ..

Estas f6rmulas estan llevadas a un grafico en el que en abcisas se Ileva el

peralte relativo de arcos y en ordenadas el aumento que el uso de cada f6rmula

significa sobre [a f6rmula del "sen2cp". En el mismo grafico se dibuja una curva

que trata de promediar estas tres f6rmulas prcpuestas.

NUESTRA HIp6TESIS

Expuesto el estado actual de las diseusiones sobre la forma de interpretar la
acci6n del viento, puedo proponer un sistema de' calculo propio, cuya aplicaci6n
acertada en arcos paso _a demostrar en seguida.

Consiste en considerar 1a acci6n del viento como la acci6n simple de las fuerz as
horizontales wdy sin descornponer dicha fuerza.

DEMOSTRACI6N

Conocidas las formas de los diagramas de mementos de viento, en las diversas
hip6tesis, y el grade de apreximaci6n que 1a ineertidumbre de las hip6tesis basicas
exigen, puede aceptarse que los diagramas son casi semej antes. Como la mitad
contraria al viento no tiene acci6n de fuerzas debe tener un diagram? de mementos

lineal, ya que el momento isostatico en cada punto ser� igual a la reaccion vertical

por su braze.
lDe 10 anterior, se deduce que dos diagramas seran practicamenre congruentes

si las reacciones verticales en el lado opuesto son iguales.
El sistema de demostracion que a continuaci6n seguiremos, sera calcular la

reacci6n vertical isostatica en el caso de la hip6tesis simplificada que proponemos
y en el Cli§O de la hip6tesis del sen2!p

Hipotesis propuesta: dV .. wdy � -
w
- ydy
2L

v "'"
(I)
- ydy
2L
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Hip6tesis te6rica del sen2cp:

PH - Psen2 cp

P" ::0:::: Psen cp cos I{J

dPH - wsen2 I{J dy dPv '"'" wsen cp cos I{J dy
"

Usaremos como arco la catenaria por avenirse mejor a nuestra demostraci6n:

. ,

y. I

,

J

, L

,

t
I

x

I

La. f6rmulai que corresponden a un arco de eje de carenaria son:

y ... f - R
. 'x

(cosh - - 1)
R

x

t� ., =: +-v senh -
R

1
cos I{J -

x
cosh

R

x
sen I{J ... � tgh

R

dV
W 2 W

-

2L sen cp ydy +
2L

sen cp cos cp (L.x) dy

I,

r

W 2 I

(-

2L �sen cp ydy + sen cp cos <p Lx) dy)

Sabiendo que dy ... tg <p dx

�

�
r:

dV _ � (sen2 cp ydy + sen2 <p (1-x) dx)
2L
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Para poder integrar 10 haremos por partes en la siguiente forma-

a. == J' sen2 ffJ ydy (3 = L r sen2 ffJ dx 'Y = J xsen2 ffJ dx

Empezarernos por integrar a.. De las f6rmulas conocidas sabernos que:

x
sen ffJ = - tgh -R

. � (cosh � - 1) = f _ y
x f - v

cosh R
- 1 -

R

h
x f - ycos
R

= 1 + -R-

x

tgh -
R x

cosh
R

2 (x)
cosh'' (�) - 1

tgh - -

---.- --
R

cosh" (;)
�

2
- sen '(J

jf 2 R (f - y) + (f - y)2 da. = y yR2 + (f - y) (2R + f -_ y) •

o

j (f - y) (2R + f - y) da. a::: yy
R2 + (f - y) (2R + f - y)

[y2 + 2y (f + R) + (f + R)2 - R2
ydy

[y - (f + R)]2 ,

o

a =

jf [y _ (f + R)]2 - R2
da. =

]2
Y y

[y - (f + R)
o

jf jf ydy
a. = ydy - R2

[ _ (f + R)12
-

o e y

=:: I y2 If _ R2 I - (f + R)
+ log [y _ (f + R)] Ifa

2 y
- (f + R) 0

o
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.
'

o

= L j�gh2 (;) dx = LR j�gh2 (�) d (�)
o '

0

= LR 1 � - tgh (�) I:
(3 = L2 - LRtgh (�)
� - f�sen2 � dx = R2 j:gh2 (�) , (�) '" d (�)

o 0

- R' [(�)G - tgh (;) -J (�) d G) +Jtgh G)d (�)J
= R' (�) [2� - tgh G)1 + logcosh (�) :
- � + R21ogcosh (�) - RLtgh (�)

Ahora, recordando que:
w

V =

2L (a + (3 - �)

v =

W [(f22L "2
- Rf + R210g (1 + �) + L2 _ LRtgh (�) _ L; _

- R'logcosh (�) + RLtgh (�)]
cosh

R

W (f2 L2
v=- --Rf+-+2L 2 2

Llamamos Vte6r a esta reacci6n isostatica que se produciria segun la hip6tesis
del sen2�. '

Wf2
Vt•6r -

4L- (
2

1 + Rf)W L 2

2L
Rf - 2"

- R log L
cosh

R



En esta expresi6n 1 + � = cosh (�) pues; - (�) � y 1 + (�) � �

:1£ cosh (�) que es la ecuaci6n basica que nos da el valor de � en la deducci6n

de 19. catenaria, luego:

Wf2
s: llamamos V

4L
-

limp! 2 � + �2)
L

Dando a R el valor (L) =2__k_(3_+_2-:--k2_)
R 0 3 (1 + k2)

Vte6r = V.imp!

Y, por ultimo, recordando que los mementos son practicamente propo.-cionales
• las reacciones isostaticas:

M'limpl IvI'te6r·

o SI Ilamarnos q

. M'.imp! = 0 M'tOOr

En el grafico adjunto, donde habiamos dibujado los aumentos sobre las fuerzas
te6ricas del "sen2" que significan otros mas modernos, llevamos este factor 0 y
observamos que es una curva semejante a la termino medio con un aurnento

de 10%.

RESUMEN

El considerar la hip6tesis que proponemos significa calcular con la f6rmula de
Hutton aumentada en 2(:)%, 0, en general, con un aumento medio de 10% sabre el

promedio de las hip6tesis mas modernas.

CONCLUSION

En arcos, la acci6n del viento debe considerarse como una presi6n horizontal

igual a la presi6n del viento por la proyecci6n vertical de cada elemento. Can esto

se tendra un 100/0 de mayor seguridad sobre el uso de las f6rmulas mas modernas

y un aumento medic de 400/0 sobre lao f6rmula del sen2tp,
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INFLUENCIA DEL VIENTO EN ARCOS PARABOLICOS

OBSERVACION

La forma del area es evidente que tiene una irnportancia relativamente peque
fia en la influencia del viento para una luz y fleeha deterrninados. En todo caso, las

difereneias que podrian existir son menores que la que produeen el uso de las di

versas hip6tesis sobre la aeei6n del viento.

CALCULO

• I Sea w' la presi6n del
viento sobre una superficie
normal a su direcci6n.

Sea w la fuerza por
unidad de proyecci6n ver

tical sobre el areo. Si es d
la distaneia entre arcos:

w = d . w'

Sean S y V las reacciones isostaticas que la suma de las fuerzas .., . d\t pre
ducen.

S - wf V -

El memento isostatico en un punto (x,y,) esta dado por la espresion:

M' = S . y - V (L - x) - fY w (y - b) . db

o

- w·f·y-

( f2
= W X - +

4L _

2 1 1 2)y·f-y ''2-4f
\'

Las f6rmulas de la parabola sdn:

..

Reemplazando estos valores:

2 (�)']Ix)+ \T
-

"

P
.

la i 1 fM/yds y fy2ds, buscamos la expreli6n de ds.
ara encontrar a Integra ._
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Como se trata de dos integrales que se dividiran, el valor de ds no necesirara
ser n1UY aproximado, tendremos de este modo:

-

exactitud: ds - � 1 + 4k' (�)' dx

aproximado: ds = [1 + 2k' (�)'}x
con

_ L:f3 f [1 + (�) _ (�)' _ (�_)3 _ 2 (�)4 +

+ 2 (�)'] d (�)
+ LW�2k' f [(�)' + (i)' - (�y - (�) - 2 ( � )6 +

I

+ 2 (�)'] d (�)

fL M'yds
o

Entre los limites tenemos:

fL
Lwf3

M'yds =

4 (0,803
o

Esta integral es la correspondiente al1ado del viento. En ellado opuesto el M'

es lineal e igual a:

M' :::::: we/4L . (L - x)

M' :::::: we/4· (1 - x/L)

fM'yds = Lwf3/4'; f[1_(x/L)_(X/L)2+(x/L)3]d(x/L)+Lwf32k2/4 . f[(x/L)2

_'(x!L)3_(x/L)4+ (X/L)6d( �)
Entre los limites:

(L M'yds
.,

o

La integral completa sera:

j+L M'yds
-L

= W�L (0,803 + 0,417 + 0,306 " k2 + 0,100 k2)

= w�L (1,22 + 0,406 r:; k2)
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I?epre�el?tac/on de Fdrmll/os
Referl'das o /a ae/ "S�I').e.,"
Como Un/dad.1.9

•

1.8

1.'1

(.6

1.5

1.4

1.3

, 12
"

1.1

�
, .
,.

f"

r

-
-
--

--
- i.",.

0.1 0,3 Q4 as 0.6' 0. 7 0.8 0. 9 1.0
J/k $' '/L.

.
.

Pa'ra el calculo de la integral: f y2ds:
r-'
t:·,'.
1 y' � f' (1 - 2 (�)' + (�)')

f'L IL [1 - 2 (�)' + (�)'] d (�)
+ f'L2k' [L [(�)' - 2 (�)' + (�)'] d (�)

•

fL 2 2
Entre sus Ihnites:. y2ds. f L (0)533 - 0,038 . k)

o

y la integral completa valdra el doble:

t
r

"

.....�
,

.

= f2L (1,067 - 0)076 . k�
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El valor de la reacci6n horizontal H sent:

H -

wf
=-

4
1,22 + 0,406 . k2

1,067 _\ 0,076 k2

o bien, Ilarnando:

r =
1,220 + 0,406 . k2

1�067 - 0,076 . k2

,

w . f
H = -- . r

4

Una expresi6n muy aproximada de r seria: r := 1,144 + 0,462 . k2

Esta reacci6n H produce momentos negatives: H . y

'f, por ultimo, los momen tos efectivos en el arco son:

f.
� M - w:' iJ + (�) - 2 (�)4 - r· [1.-- GY} lado del vrentei� .

(

� [1 _ (�) .: r· (1 _ GY)JM = lado opuesto al vients.
"

�;

,
,

Los esfuerzos de corte son las derivadas de los momentos:

,
" i-"
,

.

I.

,

Q >% _ ::: (1 + 2 r· (�) - 8 (�)') lado del viento

Q = :� (2r (�) _ 1) lado opueato al viento

•.•. s,

Hay dos esfuerzos de corte maxirnos, uno positive que se produce en el apoyo

del lade del viento (� ". 1) y yale:

Wf2
<lmu (+)

- -. (7 _ 2r)
4L

�.
Para encontrar el maximo esfuerzo de corte negative (lado opuesto al viento):

dQ

.

_ 24 (�)2d (i) .. ° + 2r = °

x -{i;L

.J•. ',
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vale entonces:

<lmu (-) = w4Lf2 (1 3)+ 0,387 . r2

Tenemos des momentos maximos, uno positive en el Iado del viento y otro

negative en el lado opuesto.

El M..", (�) se produce: 2r (,�) - 1 :E °

x 1

2r
•

L

y vale: =

we (1 _ r __
1 )4 4r

E1 Mm,,, (+) se producer

1 :IE °

Aplicando la f6rmula de Cardano para las ecuaciones cubicas:

� = 0,5 (1 + ;) luego Mmu (+) vale:

M.. (+)
_ (Wf2) (1)375 _ 0,755r + 0,0,83r2 + O,009r3)

4.

,
,

•

r
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-

Para facilitar aun mas el empleo de estas f6rmulas, se ha hecho un grafico
que ayuda en los calculos en la siguiente forma:
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1.-) (�)o esta dado directarnente por la curva: (�)o = � k

2.-) H - R . p R sale del valor (LjR)o

3.-) V - p . L . A

\ 4.-) N = p . L '.' B
1 + k2

B=
2k

,5.-) I-Iv
wf

- -.' r
4

r =

1,220 + 0,406 . k2

1,067 0,076 . k2

H, = reacci6n hiperestatica por viento

6.-) H'
wf

C ! (4 + r) H' = reacci6n total horizon tal.
= -. C -

v

4
._

v

4

7.-) Vv
wf f

- -. k k = -

4 L

8.-) (�)e (-) - � lr2
9.-) Q...'x (-) -

fw
. D

,4

Lugar en que se produce el esfuerzo de corte max (-)

11.-) Mmax (_)
Wf2

_
-
�. F
4

D = k (1 + 0,387 r+)
1

.E -
-. k (7 - 2r)
4

1
F - 1 - r --

4r

10.-) Q...ax (+) _

wf
" E

4

12.-)
Wf2

• G
4

13.-) (�)m(-) 1
-
-

t 2 r

14.-) (�) - 0,5 (1 + �)L m(+)

Lugar en que se produce el mementomaximo

negattvo.

Lugar en que se produce el maximo momento

posi tIVO.


